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ESTADISTICA BAYESIANA

» D'una manera molt esquematica es pot dir que per als frequentistes (estadistica
classica), la probabilitat es considera com el limit de la freqUencia relativa quan es
realitza un experiment de manera repetida un nombre molt gran de vegades en

condicions identiques.

> Per als Bayesians en canvi, la probabilitat és la mesura fonamental de la incertesa i

aquest concepte subjectiu de probabilitat ha de construir-se amb judici cientific.

4. Introduccio a INLA | R INLA
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ESTADISTICA BAYESIANA

> En un model Bayesia, generalment volem les distribucions a posteriori per als
nostres models (per exemple, la distribucid dels parametres donades les dades), o
distribucions predictives a posteriori (per a extrapolacié/ prediccid - la distribucio

de nous valors donats els observats).

4. Introduccio a INLA | R INLA



UdG Ciberesp

GRUP DE RECERCA EN ESTADISTICA
EEEEEEEEEEEEEEEEE

ESTADISTICA BAYESIANA

> La distribucié a posteriori és igual a la probabilitat d'observar les dades multiplicada
per la distribucié a priori dels parametres (o priors), amb una constant de

normalitzacié (de manera que la integral a posteriori és igual a 1).

» De forma més simplificada (sense tenir en compte la constant de normalitzacio)

p(8ly) xp(y|6)p(0)

4. Introduccio a INLA | R INLA
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ESTADISTICA BAYESIANA

p(8ly) x p(y|6)p(0)

0 és el vector de parametres.
p(y|0) és conegut com a likelihood (és el model).

p(0) és la distribucio a priori, o priors.

4. Introduccio a INLA | R INLA
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ESTADISTICA BAYESIANA

> L'eleccié de les priors a utilitzar en cada cas és una eleccio subjectiva i que sovint ha de

ser decidida basant-se el judici dels experts i del tipus de dades de que es disposi.

» Quan una distribucid a posteriori és de la mateixa familia que la distribucio a priori

utilitzada es parla de distribucions conjugades.

> L'avantatge del seu Us és que els "prior" tenen bones propietats matematiques per al

calcul de les distribucions a posteriori.

. . Versemblanga Parametre a estimar Prior
PFIOI‘S Conjugats Normal Mitjana Normal
Normal Precisio (1/variancia) Gamma
Binomial Probabilitat d’exit Beta
Poisson Mitjana Gamma

4. Introduccio a INLA | R INLA
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ESTADISTICA BAYESIANA

> En una aproximacio frequentista (estimacid) sovint maximitzem la probabilitat de
les dades (és a dir, el likelihood), utilitzant metodes numerics, com el de Newton-
Raphson o daltres, per obtenir una estimacio puntual d'un parametre determinat (que

veiem com a no aleatori - és a dir, fix - pero desconegut).

> En una aproximacio Bayesiana (computing o inferencia) obtenim una distribucio a
posteriori per al parametre (que es considera com una variable aleatoria), per al qual
podem proporcionar estadistics de resum (mitjana, mediana o moda) i quantils per

obtenir directament intervals de credibilitat.

4. Introduccio a INLA | R INLA
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ESTADISTICA BAYESIANA

> El problema en laproximacié Bayesiana, és que mentre la versemblanca i la
distribucid a priori sén facils d'obtenir, p(8|y) sol ser analiticament inabordable

(especialment quan no s'utilitzen priors conjugades).

4. Introduccio a INLA | R INLA
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BAYESIAN COMPUTING

> Ens interessa obtenir la distribucio (marginal) a posteriori, p(6|y):

p@) = | [ - [ p@v oy

on 6, denota el vector 6 excloent el component i.
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0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12
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Mitjana Mediana Interval de credibilitat al 95%
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BAYESIAN COMPUTING

> En general, les integrals son intractables i s'utilitzen metodes numerics com les
cadenes Markovianes de Monte Carlo (MCMC) per fer mostres de les distribucions

condicionals i calcular la distribucido marginal de cada parametre d'interes.

> Una sequencia de variables aleatories 0 g0 g forma una cadena de Markov si

b 5 5

o+ > p(0 9(1'))

> Es a dir, condicionat al valor de 8%, 8“ ésindependent de 6, ..., 9©

4. Introduccio a INLA | R INLA
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BAYESIAN COMPUTING

> Existeixen varis algorismes per dissenyar cadenes de Markov.
> Entre ells, 'algorisme ‘Gibbs sampling’ és un dels meés senzills de les MCMC.

> Pero, també n’hi ha d'altres: Metropolis, Metropolis-Hastings, etc.

4. Introduccio a INLA | R INLA
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BAYESIAN COMPUTING

Gibss sampling
> Sigui 6, un vector de parametres desconegut 4 =(6,,6,....,6,)
1. S'escolleixen valors inicialsg®, /.. ..,6” per als components.
2. Es mostreja 4" a partir de pl6[6",6%...69,x)

Es mostreja 6 a partir de £(6,|62,6...6%,x)

Es mostreja 6" a partir de p(ﬁk\91(1),92(1),---9;9_)1,)6)

3. Es repeteix l'etapa 2 moltes vegades. Si el numero de repeticions €s molt gran

s'obtindra una mostra per a p(6’|X). 4. Introduccié a INLA | R INLA
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BAYESIAN COMPUTING

> Ens interessa obtenir la distribucio (marginal) a posteriori, p(6|y):

p@) = | [ - [ p@v oy

on 6, denota el vector 6 excloent el component i.
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BAYESIAN COMPUTING

> Les MCMC s’han desenvolupat en programari com WinBUGS.

> MCMC és lent, no escala bé (és a dir, els resultats no son invariants a canvis d'escala i/o
mida de la mostra) i, per a alguns models complexos, pot fallar (el model no
convergira). El programari més recent (JAGS, Stan) ha intentat fer front a aquests

reptes.

4. Introduccio a INLA | R INLA
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BAYESIAN COMPUTING

> Alternativa INLA (Integrated Nested Laplace Approximations).

4. Introduccio a INLA | R INLA
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> MCMC és un metode asimptoticament exacte mentre que I'INLA és una aproximacio.

> Empiricament, l'error MCMC i l'error INLA solen ser molt similars, com s’ha demostrat

en molts estudis de simulacio.

Elapsed time in seconds Elapsed time in seconds

n rjags rinla n rjags r-inla
100 4.19 0.176 100 30.394 0.383
500 18.141 0.359 500 142.532 1.243
5000 381.573 2.787 5000 1714.468 5.768
25000 2203.679 13.27 25000 8610.32 30.077
100000 8873.836 52.787 100000 got bored after 6 hours 166.819
Regressio lineal simple Regressio de Poisson amb efectes aleatoris (no estructurats) en la constant

https://www.precision-analytics.ca/articles/a-gentle-inla-tutorial/

4. Introduccio a INLA | R INLA
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Random field, Gaussian field (GF), Gaussian Markov Random Field (GMRF)

» Quan es tracta d'inferencies bayesianes per a GMREF, és possible fer us de 'INLA (enlloc
de la MCMOQ).

Many environmental phenomena, even if defined continuously over a region and
in time, can be monitored and measured only at a limited number of spatial lo-
cations and time points. This is the case, for example, of air pollutant concentra-
tion, meteorological fields (temperature, precipitation, wind velocity, etc.) as well
as geohydrological and oceanographic variables (soil moisture, wave height, etc.).
In the geostatistical approach (see, for example, Cressie 1993; Gelfand et al. 2010;
Cressie and Wikle 2011), data coming from monitoring networks are assumed to be
realisations of a continuously indexed spatial process (random field) changing in time
denoted by

Y(s,1) = {y(s,r) (s e D CR? x R}.

Cameletti M, Lindgren F, Simpson D, Rue H. Spatio-temporal modeling of particulate matter concentration through the SPDE approach. AStA Adv Stat Anal. 2013; 97(2):109-131. doi: 10.1007/s10182-012-0196-3.

4. Introduccio a INLA | R INLA
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Random field, Gaussian field (GF), Gaussian Markov Random Field (GMRF)

> @Gaussian field (GF).

These realisations are used to make inference about the process and to predict it at de-
sired locations. Usually, we deal with a Gaussian field (GF) that is completely spec-
ified by its mean and spatio-temporal covariance function Cov(y(s,t), y(s’,t")) =
a2C((s,1), (s’,t")), defined for each (s, ¢) and (s’, ") in R? x R. Moreover, the pro-
cess is second-order stationary if its mean is constant and the spatio-temporal co-
variance function depends on the locations and time points only through the spatial
distance vector h = (s — s’) € R? and the temporal lag = (t — t’) e R.

Cameletti M, Lindgren F, Simpson D, Rue H. Spatio-temporal modeling of particulate matter concentration through the SPDE approach. AStA Adv Stat Anal. 2013; 97(2):109-131. doi: 10.1007/s10182-012-0196-3.

4. Introduccio a INLA | R INLA
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> Suposem que tenim dades d'incidencia de la COVID-19 en 6 arees de salut, amb la

seguent distribucio geografica:

1 2 3
4 5 6
7/ 8 9

4. Introduccio a INLA | R INLA
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GF, Big n problem, Gaussian Markov Random Field (GMRF)

> Ens interessa, entre d'altres, estimar la velocitat de transmissid de la COVID-19 entre

elles (és a dir la correlacio).

4. Introduccio a INLA | R INLA
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GF, Big n problem, Gaussian Markov Random Field (GMRF)

> Ens interessa, entre d'altres, estimar la velocitat de transmissid de la COVID-19 entre

elles (és a dir la correlacio).

/ 1 P12z P13z Pia Pis Pie P17 Pis Pio
Piz 1 P2z Paa P2s Pze P27 Pzs P29\
Pz P2z 1 paa P3s Pss P37 P3s P3o
Pia P2a P3za 1 Pas Pac Pa7  Pas  Pao
P1is P25 P3s Pas 1  Pse Ps7 Pss  Pso
P16 P26 P3zs Pas Pse 1  Pe7 Pes  Peo
P17 P27 P37 Pa7 P7s Pe7 1 Prg Pro
Pis P23 P3s Pas Pss Pes P7s 1  Pao
Pio P20 P3zs Pas Pso Pes P79 Pgo 1

> Es una matriu ‘densa’, amb 36 parametres desconeguts (podrien ser més de 36? Qué

passaria si fossin 36x2=727?). y
4. Introduccié a INLA | R INLA
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Gaussian Markov Random Field (GMRF)
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> Per solucionar el Big n problem, els GMRF imposen, als GF el suposit d'independéncia

condicional. Per exemple, ‘'nomeés’ hi ha una correlacié directa entre els veins.

1 3
4 5 6
7 8 9

> En aquest cas, estimarem les correlacions (1,2), (1,4), (1,5), (2,3), (2,5), (2,6), (3,5), (3,6),
(4,5), (4,7), (4,8), (5,6), (5,7), (5,8), (5,9), (6,8), (6,9), (7,8) 1 (8,9).

> Hem passat de 36 a 19 parametres.

4. Introduccio a INLA | R INLA
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Gaussian Markov Random Field (GMRF)
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> En aquest cas, estimarem les correlacions (1,2), (1,4), (1,5), (2,3), (2,5), (2,6), (3,5), (3,6),
(4,5), (4,7), (4,8), (5,6), (5,7), (5,8), (5,9), (6,8), (6,9), (7,8) 1 (8,9).

/ 1 po2

Pz 1 Ppa3
’ P2z 1
P14

P1is P25 P3s
P26 P36

\

» Es diu que és una matriu dispersa (sparse).

P1a

1

Pas
Pae

Pag

P1s
P2s
P35
Pss
1

Pse

P26
P36

Pse
1

P7s

Pssg
Ps9

Pessg
Pe9

P47
Ps7

P7g

Pas
Pss
Pes
P7s

Pgo

Pso
Pe9

Pgo
1

4. Introduccio a INLA | R INLA
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Gaussian Markov Random Field (GMRF)

> Si, @ més de que nomeés estan correlacionats els ‘veins contigus’ la correlacio és la

mateixa per a tots, l'estructura es diu CAR (Conditional autoregressive).

/1p p P \
p 1 p p P
| P P
p 1 p P g
g pp il e PP
P gpp i p P
g L.p
\ pppplp/
, A SR |

4. Introduccio a INLA | R INLA
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Gaussian Markov Random Field (GMRF)

GLMM

M
In (1 — ,u-) = Poi + P1Xx1i t f2X2;

Boi= Bo + i
Var(ylx;) = ¢u,(1 — ;)
> El model és un model latent Gaussia si tots els parametres tenen una distribucié

conjunta Gaussiana, és a dir (By, B1, B2, ni, ¢) ~N(0,X).

> Si suposem independencia condicional de les observacions de x; el model latent

Gaussia sera un GMRF. 4. Introduccié a INLA | R INLA
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e The first “ingredient” of the INLA approach is the definition of conditional
INLA probability, which holds for any pair of variables (x, z) — and, technically,
provided p(z) > 0

p(x | z) = — p(x,z) = p(x | z)p(2)

e |n particular, a conditional version can be obtained further considering a

third variable w as
p(x,z | w)

p(x | z,w)

which is particularly relevant to the Bayesian case.

p(z | w) =

4. Introduccio a INLA | R INLA
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e The second “ingredient” is Laplace approximation.

e Main idea: approximate the integral

/ f(x)dx = / exp[log f(x)]dx

by means of a Taylor's series expansion around the mode
x* = argmaxy log f(x):

/ F(x)dx ~ / exp [Iog F(x*) + & _QX*)Q i k’)ai Fix)

92 log f(x)

502 we can re-write

X—X:*

/f(x)dx o /exp [_ <x2—05;>2] dx

e Thus, under LA, f(x) = Normal(x*.crz*).

e Setting 02" = —1/

ooe g
Centro de Investigacion Biomédica en Red
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x:x*]

4. Introduccio a INLA | R INLA
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Gaussian Markov Random Field (GMRF)
> Es parteix de models jerarquics Bayesians especificats en dues etapes.

> La primera etapa consisteix en el model observacional m(y|x), on y denota el vector

d'observacions i x son els parametres desconeguts, els quals segueixen un GMRF

(x|0).

4. Introduccio a INLA | R INLA
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> Les distribucions marginals a posteriori del GMREF,
”(xi|y):'[977(xi

> Saproximen utilitzant la suma finita (avaluat en punts de suport 6, utilitzant

0,y )(6)y )6

ponderacions apropiades Ag)

n(xly) = D w(xilow y) m(6kly)

On T (x;|0k,y) i T(6;|y) denoten aproximacions de m(x;|6y,y) i m(O;|y), respectivament.

4. Introduccio a INLA | R INLA
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Step 1. Explore the joint posterior for the hyperparameters p(?) | y) and produce
INLA a grid of “good” integration points {1)*} associated with the bulk of the

mass, together with a corresponding set of area weights {A*}:

VY2

VY1 Vi
Grid strategy Central Composite Design strategy (CCD)

The CCD strategy is the default one in R-INLA: it produces a lower number
of points which are however enough to capture the variability of the joint
distribution (see [Martins et al., 2013]).

4. Introduccio a INLA | R INLA
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> La segona etapa ve donada model pels hiperparametres 6 i les distribucions

(marginals) a priori m(8) (priors).

> La distribucido marginal a posteriori dels hiperparametres, m(6|y), s'aproxima utilitzant

'aproximacié de Laplace,

on el denominador 7i;(x|8,y) denota I'aproximacido Gaussiana de m(x,6,y) i x*(0) és la

moda condicional.

4. Introduccio a INLA | R INLA
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Step 2. After the grid exploration, obtain the marginal posterior p(vx | y) using ar
INLA interpolation algorithm based on the values of the density p(v | y) evaluatec
in the integration points {1*} (see Martins et al., 2013).

Step 3. For each integration point in 7)™ and parameter 6;, evaluate the approximatec
marginal p(¢; | /. y) for some selected values of 6;.

Step 4. For each i obtain the marginal posteriors p(6; | y) using numerical inte-
gration’

B6; | y) ~ Zw« B(v* | y) A%

IRecall that p(0; | ¥) = [ p(0i,% | ¥)dwp = [ p(0; | 1b.y)p(s | y)dep

4. Introduccio a INLA | R INLA
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